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ZUR LINEAREN TRANSFORMATION DER t?-REIHEN* 

VON 

F. MERTENS 

§1- 
Es sei (û eine complexe Grosse, in welcher der Coefficient von i positiv ist, 
und zur Abkiirzung 

q = é'". 

Definirt man die ??-Reihen durch die Gleichungen : 

î?^(a;, to) = - i^ ( - 1)» j(»+è)%(2»+i)«x^ 

??3(a;, 0))= X^™'e''"'*^ 

(w = 0, ±1, ±2, ±3, •••) 

so besteht die lineare Transformation dieser Reihen in der Ersetzung von w 
durch (7 + S<o)/(a + y3û)) , wo a , /S , 7 , 8 ganze der Gleichung 

aB-/3j = l 
geniigende Zahlen sind. 
Wird zur Abkiirzung 

a + /3û) = JV, y + 8(û = M 

gesetzt, so kann mit Hilfe der elementaren Transformationsformeln : 

in 
iiT 

â^{x, 1 H- (o)=ê^{x, (ù), 



/ X 1 \ ^-^ 



*Presented to the Society (Chicago) April 6, 1901. Eeoeived for publication March 5, 1901. 
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(X 1 \ 1^^ 

/ X 1 \ ^— — ^"^^ 



leicht gezeigt werden, dass ê^ixjN, MjN) die Gestalt ae^" ^^{x, &>) hat, wo a, 6 
Constanten bezeichnen. 

Ist namlich /3 nieht = ô , so sei /S ' der kleinste nicht négative Eest von S in 
Bezug auf den Theiler /S und 

è =g^ + ^', y =ga + a', 

7' = — œ, B' = — ^, 

a' + ^'(0 = ]V', 'y' + B'a>=M'. 
Es ist dann 

a'S'-^V = l, |/8'|<|/3|, 

(?i(x/JV, iHZ/iV^) wirdalso die behauptete Gestalt haben, wenn î?^ (cc/iV' , 31' IN') 
sie bat. Die Ausdriicke M' , N' sind aber insofern einfacher wie Jf, iV", als 
|/S'|<i/3|ist. 

Ist /3' noch nicbt = , so konnen ebenso Ausdriicke 

M" = 7" + 8" û) , i\^" = a" + /8" û) 

angegeben werden, in welchen |/3"| < ]/3'| ist, und û^ixjN, MjN) hat zugleich 
mit ^^{x/N", M"IN") die behauptete Gestalt. 

Durch Fortsetzung dieser Schliisse gelangt man zu einer linearen Transfor- 
mation (7^"^ + S('">û))/(a('») + ygO")») , in welcher ^>'''> = ist. Es geniigt daher die 
behauptete Gestalt von â^{x/N', MjN) fiir den Fall /S= nachzuweisen. 

Der Gleichung 

a8=l 

zufolge ist dann a = S = ± 1 und daher 

Um die Constante h zu bestimmen, ersetze man x durch a; + iVl Es wird 
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und nach Forthebung von a e'"' (?, (x , w) 



Es muss also 






sein. 

Die grossie Schwierigkeit bereitet die Bestimmung der Constante a . Dif- 
ferentiirt man die Gleichung 

nach X und setzt hierauf a; = , so ergiebt sich 

Es ist aber, wenn mit Herrn Dedekind 

■n{a>) = qi^Yl{l-q^'') (» = 1, 2, 3, • ■ •) 

gesetzt wird, 

(?;(0,û)) = 27r7;3(û)) 
und daher 



^^ 1 / v{MIN) V 
'N\ 7?(a)) / 



Die Bestimmung von a ist hierdurch auf die von -qi^MjN) zuriickgefiihrt. 
In dem Folgenden soll der Ausdruck rji^MjN) mit Hilfe der Formeln 



7/(1 + u>) = e^'''n{(û), 



ermittelt werden.* 



*Heemite, Lionville's Journal, Ser. II., T. III. 
Dedekimd, Erliiuterungen zum XXVII Fragment in Riemann's Werken. 
H. Weber, ElUptisehe FunkUonen und algebraisehe ZahUn und Zur Théorie der ellip- 
tischen Funktionen, Acta Mathematica, Bd. VI. 
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§2. 

Hilfssatz. Es seien A , B von Null verschiedene complexe Grossen, deren 
réelle Bestandtheile nicht negativ und nicht beide = sind. Zieht man die 
Quadratwurzeln >/A , >/B so aus, dass ihre reellen Bestandtheile positiv sind, 
so hat auch das Product VA \^B einen positiven reellen Bestandtheil und ist 
daher derjenige Werth der Quadratwurzel \^AB , welcher dieselbe Eigenschaft 
bat. 

Setzt man 

VA = a + îa, >/B =h + ih', 
so ist 

J. = «2 - a'' + 2iaa, B = V-h'^ + 2ihh\ 

VA V B = ah — dV + i {aV + ha') , 

und nach der Annahme a , h positiv, eine der Grossen a^ — a ,V — h' positiv, 
die andere nicbt negativ. Ist etwa a^ — a positiv, so sind a -\- a' , a — a posi- 
tiv. Da femer die Grossen h -\-h\h — h' nicht entgegengesetzte Vorzeichen 
baben und ihre Summe positiv ist, so ist eine derselben positiv, die andere nicht 
negativ. Daher ist auch eine der Grossen 

{a + a) {h — h') , {a — a) {h + h') 

positiv, die andere nicht negativ und ihre Summe 2(ah — a'h') somit positiv. 

§3. 
Es sei 

a + ^m = N, y+B(û = M, 

wo a, y8, 7, S ganze, der Gleichung 

a8 - /37 = 1 

geniigende, Zahlen sind, und es bandele sich um die Bestimmung des Ausdrucks 
V{M/]V). 

Es sind zwei Falle zu unterscheiden, je nachdem aB oder ^j ungerade ist. 

Sind a , 8 ungerade, so darf a positiv angenommen werden, da man eintreten- 
denf ails die Vorzeichen aller vier Zahlen a, ;3 , 7 , 8 umkehren konnte, ohne den 
Quotienten Mj N zn andern. 

Es sei zunachst /3 gerade und vom Null verschieden. 

Der absolut kleinste -Rest h^ der ungeraden Zabi 8-/3(7 + 1) in Bezug auf 
den Theiler 2/3 ist ungerade und liegt demzufolge, vom Vorzeichen abgesehen, 
unter yS. Setzt man 

8 = 5^/3+ 8j, 7 = ^a + 7j, 
so ist 

«8, -^7^ = 1 



1901] TRANSFORMATION DER ??-REIHEN 335 

und 7, den Congruenzen 

g = j + 1 (mod2), 

Ji^y — 9 (mod 2) 

zufolge ungerade. Es sei ferner /Sj der absolut kleinste Eest von /S in Bezug 
auf den Theiler 2Sj und 

so dass h, fi^ gerade, a^ ungerade sind. 

Bezeichnet a die Einheit mit dem Verzeichen von a^ und setzt man 

aj = aa', ySj = 0.fi\ 7i = 07', Sj = aê', 

œ' + yS'to = iV"', 7' + S'o)' = ilf' , 
so ist 

a'8'-/S'7' = l, 

a' positiv und die Bestimmung von rj [M/ JV) auf die von rji^M'jN') zuriick- 
fiihrbar. 

Man hat, wenn zur Abkiirzung 

aj+^i« = iV;, 7i + Sja)=Jf;, 
gesetzt wird, 



e'^ =/j 



wo die Quadratwurzeln, wie iiberall in dem Folgenden, mit positivem reellen 
Bestandtheil auszuziehen sind. Hiernach wird 

Bezeichnen c, b die Einheit mit dem Verzeichen von 7^ beziehungsweise h^, 
so hat /S der Gleichung fi = (^aS^ — l),/7i zufolge das Vorzeichen von cb und jede 
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der Grossen iNIM^ , — i^M^ , — «biV" einen positiven reellen Bestandtheil, da- 
her ist 



\ij\r 



\^— iùiN -/d = >/biV, ^/— iùsN ^/cb^ = ^N 
und sonach 

>/d 






■v/cbi 



Ist /Sj von Null verschieden, so hat es, der Gleichung yS^ = (a^S^ — l)/7, zufolge, 
das Vorzeichen von «i^j/Yj oder acb und die reellen Bestandtheile der Grossen 
—iM^jN^.,—\ji^M^,—iùiN' sind positiv. Sonach ist 

lE^i fZZZ _ _i 1 



und demzufolge 

-/ — ibJ/i N/cbi 






\/l?r' N^ad 



Dièse Gleichung ist aber auch noch richtig, wann /S^ = ist, weil dann"aj8j'= 1', 
also 

aj = Sj = a = b , iV' = 1 , 



-%M^ 



ist. 



Die Einsetzung der gefundenen Werthe von ViNjM^, V~ iM^IN^ ergiebt 

d = i\ acJ = i°' 



da aber 
ist, so wird 



und demnach 



v^ad 
VN 



Vd = e * , '^a.d = e * , 
^d ^X(i-a) ;i'-A) 



1 /ilf\ ,;ii-iî) 1 /Jf'N 
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Die Potenz 



i 2 



lasst sich mit Hilfe des LEGENDEE-jACOBi'schen Zeichens vereinfachen. 
Die Identitat 

c(l - a) = (1 - a)a'7i + (a - l)(a'7i - c) 

= (a' _a)7j+ (a— «1)71 + c(a - l)(a'c7i — 1) 
ergiebt nach Ersetzung von a — a^ durch ^7^ 

C(l - a) = A7J + (a' _ a)7j + c(a - 1) (a'c7i - 1). 
und es wird daher, weil 7j ungerade ist, 

c(l-a) = /^4.(a'_ a)7^+ (a — l)(a'c7i - 1) (mod 8), 

£(1-0) A+(a'— a)vi 0-1 a'c-yi— 1 

f "~ = i 2 (_ ly 2~ . 

Es ist aber 

<-)-^"=(^) = (^)a)- 

(a'— a)7j a — a' a'— 1 7j+l a— 1 7j4-l 

^— 2 ^ ^^- (_ 1)^ -2- (_ l)-2- -2- 

und nach dem quadratischen Reciprocitatssatze, 

Ans den Gleiehungen 

a = hj^ + a^, 

— /37j = l — aSj, — ;8j7j = 1 — a^êj 
folgt iiberdies 

(-^)=(^)(f)-. (=^')=(f)- 

(-f^')=(^)(§)-' (^)=(§)=(:-)(?) 
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Somit wird 



c(l-») h+a 



Nach Ersetzung von i*'^ durch p^'' ergiebt sich daher 

(f)5'(f)--(f)S'(f:)- 

Der Factor p'+2'' kann in zwei andere zerlegt werden, welche beziehungsweise 
nur von a, /S, 7, S und a', /S', 7', 8' abhangen. 

Der einfachste Weg zu dieser Zerlegung beruht auf dem Umstande, dass die 

Produkte (a^ - 1 ) {^ - 1), (7? - 1) (Sf - 1) Vielfache von 24 sind. Denn 

einer der Factoren a^ — 1 , /S^ — 1 muss nach dem FERMAT'schen Satze ein Viel- 

f aches von 3 sein, weil a , jS niclit beide durch 3 theilbar sein konnen, und a^ — 1 

ist ein Vielfaches von 8 . Dieselben Griinde gelten fiir (7^ — 1) (Sj — 1) . Es 

ist daher 

1 = a^ + /3^ - a^/S^ 

(mod24), 

und die Multiplication mit g , h ergiebt 

g = aga + ^g^-a^^gl3 

(mod 24) . 
A = 7, hy^ + B^ ASj — hylBl 

Nach Ersetzung von ga, g^, hy^, hB^, durch 7 — 7,, B — B^, a—a^, /S— /Sj folgt 
hieraus 

(mod 24) , 
A=7.(a-aO + S,(/3-/3,)-A7?S? 

und man erhalt durch Addition 

g+h = ay- a.7^ + y8S - y8,S. - a^/38 + aJyS.S. 

+ B^ (a^/S - aJ/3^) - hylBl (mod 24) . 
Ersetzt man aber in den Identitiiten 

a^yS - aJyS, = {a' + aa^ + a?) (yS - y8,) + (a + aj (a/3, - a.^) , 
a/3 - a,^, = (a + a J (/3 - /S,) + a^, - a,/3, 
/S — /3, durch A8, , ay8, — a^/S durch —h, so wird 

8,(a2/3 - aJySJ = ASf («2 + aa, + a^) _ A8,(a + a,), 
a/3 — aj/3j = ASj (a + a J — 7i , 
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und die Addition ergiebt 

Sj (a^yS - aj^j) = - a/3 + a^yS^ -h + JiB'l («^ + aa^ + af ) . 

Mit Hilfe dieser Gleichung nimmt die vorstehende Congruenz fiir g -\-Ji, 
wenn zur Abkiirzung 

^ = a7 + /3S - a^/SS - a/3, 

A' = aY + /3'S' - a'''^'h' - a/3', 

C = h{a^+aa^ + al-yl) 

gesetzt wird, die Gestalt 

ff + 2h=A-A' + SlC (mod 24) 
an. 

Nach Ersetzung von a durch hy^ + a^ wird femer 

Es ist also einerseits, weil h^ — h nach dem FERMAT'schen Satze ein Vielfaches 
von 3 ist, 

C= (mod 3) 

und anderseits, weil h gerade, a^ und 7^ ungerade sind, 

C=-7i + h' + Bh=.i^^(^ + l\ (mod 8) 

= (mod 8). 
Da hiernach C ein Vielfaches von 24 ist, so folgt 

ff+2h=A-A' (mod 24), 



und man hat 

l-a 



pa+2h ^ p^--4', 



Dièse Gleichung zeigt, dass der Ausdruck 

ungeiindert bleibt, wenn man von den Zahlen a, yS, 7, S zu a', /3', 7', S' iiber- 
geht. Letztere Zahlen besitzen aber dieselben Eigenschaften, welche bei den 
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urspriinglichen Zahlen a , /3 , 7 , 8 vorausgesetzt werden und sind insof ern ein- 
faclier, als |/S'| < |/3| ist. Denn es ist 

a'8'-/S'7' = l, 

a', 8' ungerade, /3' gerade, a' positiv und |/3'| <|8j| <|/3| . 

Ist /8' noch nicht ^ , so kann eine neue Reihe von vier ZaUen a", /S", 7", S" 
ermittelt werden, fiir welche der vorstehende Ausdruck denselben Werth liât 
wie fur a , /3 , 7 , è. Da die Zahlen |/Sj , |/S' | , • • • eine abnelimende Reihe bilden, 
so fiihrt dièses Verfahren nach einigen Scliritten zu vier Zahlen a"^"', yS^"^, 7^"^ 
8'^"^, deren zweite = ist. 

Hiermit ist die Aufgabe in allen Fallen auf die Bestimmung des vorstehenden 
Ausdruckes in dem Falle /S = zuriickgef ûhrt. Dann ist aber 

...=i, .=„ (f)=a-)=., 

und der fragliche Ausdruck wird 

= P~^ '?(7 + «) = »?(»)• 
Somit ist bei geradem y8 

Ist /3 ungerade, so ist /3 — a gerade, S — 7 ungerade, 
a(S-7)-(/3-a)7=l 
und daher nach dem vorhergehenden Falle 



v[,y) = V 



a + 



(S — 7") û) 

1 + 0) 

(/3 — a) « 



(^-^)-^"-^^'jT^'(r-:-„). 



wo 

Es ist aber 



1 + (ù 

C = ay + {^ - a){è - y){l - a') -a{0-a). 



i'-^Hîy 



C-A-1 = {1- a^){ay _ aS - /S7 - 1) 
= (a5-a)(28-7) 
= (mod 24) , 
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weil a^ — a durch 3 und 8 theilbar ist, und 
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^P \~^ V/- 10)7; H. 

Da iiberdies die Grossen iNja , — ico/Çl + œ), —ia> positive réelle Bestandtheile 
haben, so wird 



]iJY I — io) I ]V I îN , r- 



= VN 



und demnach 



>lî 



N >/N — i(û 

+ (o~ x/ —i(ù 'N 1 + ûj 



Daher ist, wie bei geradem /3, 

§4. 

Es sei /37 ungerade. Man darf /3 positiv annehmen. 
Man bat 

1 



v{~^) = v 



S + 7- 



/S + a' 



und daher auf Grund des bereits erledigten Falles 

5 = /38 + «7 - «7/3^ + 0/3 



wo 



ist. Es ist aber 



(v)=(^^)a)=(-)-(^). 
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und sonach 



ï) ( ) ^^ ^ — ^'^ ^ i"^) ' 

V — i(û \ a> 



